1 Etude du systeme binaire

1.1 Les nombres et leur représentation.

a) Définitions.

Dans le systéme décimal que nous connaisson)amilire est constitué de chiffres qui sont
juxtaposeés. Un systéme de numération va se casgcpar les chiffres qui sont utilisés pour
représenter les nombres.

A chaque systéme de numération est associé unebiaserrespond au nombre de chiffres que ce
systeme utilise.

Systeme Base Chiffres

Décimal 10 {0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}

Octal 8 {0,1,2,3,4,5,6,7

Binaire 2 {0, 1}

Hexadécimal 16 {0,1,2,3,45,6,7,8 9 ABD, E, F}

Dans le systéme hexadécimal, il n'est pas posdibtédiser 10, 11, 12 puisque ce sont des nombres e
pas des chiffres. Ces valeurs sont donc remplaagedes lettres qui peuvent étre représentées en
majuscule ou en minuscule.

b) Numération de position.

Pour représenter un nombre supérieur au plus gl@mdhiffres présent dans un systeme de
numeération, il faudra juxtaposer les chiffres, alrades chiffres occupant un rang dans le nombie. Le
rangs sont numérotés de la droite vers la gaucllevdes n (n+1 étant le nombre de rangs utilisés)

Exemple :

Rang 3|21

0
Nombre| 1|53 | 4

A chaque rang est associé un facteur multiplicati€hiffre (que I'on appel le poids) dépendant du
rang et de la base du systéeme de numération. Baysteme décimal, on peut facilement s’en rendre
compte. En effet la lecture du nombre repris emgte de se résume pas a lire individuellement
chacun des chiffres le constituant mais a affemdacteur multiplicatif.

1534 se lit mil cing cent trente quatre & savoir :

1*1000 + 5*100 + 3*10 + 4*1 ce qui correspond a
1*1073 + 5*10°2 + 3*1071+4*1070

Si nous considérons donc le nombrgad,d,.;...ds d>d; dy
Nous pouvons alors écrire 3¢ d * 10" + dp * 10" + ... + ¢h * 10° +d, * 10° +d; * 10" + d * 10°

Et d’'une maniére générale, nous pouvons étendrergeept a tout nombre exprimé dans une base B.
Si nous considérons le nombrg NG, C,.1...C3;C,C, Gy
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Nous pouvons alors écrire que la représentatiared®mbre dans la base 10 serait alors :
Ni= G *B"+ Cy *B"™ + ... + G*B®+C,*B*+C, *B* + G, * B

C,*B" est le terme de rang n
B" est le poids attaché au rang n

Cole chiffre de rang 0 est appelé le chiffre le maimmificatif aussi appelé en anglais Least
Significant Digit ou encore par ses abréviatiohSD

C.,le chiffre de rang n est appelé le chiffre le @igificatif aussi appelé en anglais Most Significa
Digit ou encore par ses abréviations : MSD

c) Les ordinateurs et les nombres.

Du fait que dans les ordinateurs les chiffres septésentés de facon électrique, il était beauptugp
simple de travailler dans le systeme binaire. LifrehD peut étre par exemple associé a une absence
de tension tandis que le chiffre 1 sera associgegtesence de tension.

Dans un nombre binaire, tout chiffre occupant umdrsiappelle un bit qui est I'abréviation de Binary
Digit.

Tout nombre composé de 8 bits s’appelle un octeinmore en anglais Byte.

Tout nombre composé de 16 bits s’appelle un mammore en anglais Word

Cette convention de nom est tres utilisée en indique puisque le stockage, le traitement ou le
transfert des données s’effectue sur des donnpesds.

Ex : pour un réseau Ethernet, on parlera d’'un atbt00Mb/sec (bits par seconde). Remarquez le b
minuscule pour représenter le bit.

Pour le stockage sur un disque dur, on parlerd@&6 ou 500GB. Remarquez le B majuscule pour
représenter le byte.

En nous basant sur un nombre purement positihiiebne le plus petit que I'on pourra représenter est
0 tandis que le nombre le plus grand €8tBou n est le nombre de rangs. Si I'on considére u
nombre entier positif codé sur 8 bits, la valeupllss grande sera donc 278-1=255 en binaire
représenté par 11111111

d) Les nombres fractionnaires.

Nous pouvons a nouveau nous référer au systemeaéei a ce que nous connaissons dans la
représentation d’'un tel nombre dans cette base.

Exemple de nombre réel : 521,25

Si nous voulons lire le nombre, nous pouvons ditg cent vingt et un et vingt cing centieme. Ou
encore pour la partie fractionnaire : 2 dixiemé& eentieme.

La aussi, on va associer a chaque rang de la frati@nnaire un poids qui dépendra de la bask et
rang sur lequel se trouve le chiffre

Rang 20110 1] -2

Nombre| 52| 1] , 2 5

5*100+2*10+1*1+2*1/10+ 5 *5/100
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5*10"2 + 2*10"1 + 1*1070 + 2*10"-1 + 5*107-2

Une premiere approche dans le stockage d’'un tebr@serait de prévoir I'emplacement pour
sauvegarder la partie entiére et une autre padigpendante pour sauvegarder la partie fractiomnair
Cette représentation s’appelle la représentationrgale fixe. Cette représentation est utiliséasda
certaines caisses enregistreuses de magasinsapgestion de I'affichage. On retrouve la partie
entiére représentée par un certain nombre de eififte et de méme pour la partie fractionnaire.

Si on prévoit le stockage de 4 chiffres répartime® suit : 2 pour la partie entiére et 2 pour ldi@a
fractionnaire. Le nombre le plus petit sera don©0@t le chiffre le plus grand 99,99. Si on enyésa

le stockage du plus grand nombre dont la partiifnanaire est nul, rien ne change puisque I'omaur
99,00 et les deux chiffres de la partie fractiormainéme s’ils sont nuls, ne peuvent étre utilsag
augmenter la valeur maximale de stockage du noriManes pouvons porter également notre réflexion
sur les nombres dont la partie entiére est nulle.

L'idéal serait donc pour optimiser le stockagerdediller avec une représentation en virgule flatda
Nous envisageons a nouveau le stockage pour qrraffiees et nous prenons la représentation du
nombre suivant : 125,2

Nous pouvons transformer ce nombre en nombre drawdiire pur (sans partie entiere) en déplacant la
virgule et le nombre devient alors 0,1252. |l saffalors de mémoriser le déplacement qu'il faudra
donner a la virgule pour redonner a ce nombreleuval’origine. 0,1252 * 1073. La forme normalisée
de représentation sera : 0,1252 E 3

01252 E 3

N

Mantisge Exposant

La question reste de savoir sur combien de chiffeesnt stockés la mantisse et I'exposant. Pour le
systeme binaire, cette représentation a été n@éeapar I'Institut for Electronical and Electronic
Engeneers (IEEE) sous la référence IEEE 754. Ledres réels sont représentés sur 32 bits (4 octets)
ou sur 64 bits (8 octets).

Encodag( Signe Exposan/M antiss¢ Valeur d'un nombre
Simple précisior 32 bits |1 bit 8 bits |23 bits (_1)5 w M % 2{3_127]
Double précisio|64 bits |1 bit |11 bits 52 bits |(—1)° x M x o (E—1023)

Soit a coder la valeur 525,5.

« 525,5 est positif donc le 1er bit (bit de signeps®

« Sareprésentation en base 2 est la suivante : 00Q0Q,1

« En normalisant, on trouve : 1,000001101*2~

« On ajoute 127 a l'exposant qui vaut 9 ce qui ddr8e soit en base 2 : 10001000

« La mantisse est composée de la partie décimal@%i® &n base 2 normalisée, c'est-a-dire
0000011011.

« Comme la mantisse doit occuper 23 bits, il est sggiee d'ajouter des zéros pour la compléter

00000110110000000000000

« La représentation du nombre 525,5 en binaire avecime IEEE est donc :
0 1000 1000 00000110110000000000000
0100 0100 0000 0011 0110 0000 0000 0000
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e) Les nombres négatifs.

Si nous nous référons au systeme décimal que mouiIssons, la représentation des nombres
négatifs repose sur une représentation en graetisigne. Nous ajoutons un signe distinctif
permettant de renseigner si le nombre est positifégatif mais en laissant la grandeur identique.
Ex:+125 et -125.

D’un point de vue informatique, les seules inforiorad qu’un ordinateur puisse enregistrer dans le
systeme binaire sont le chiffre 1 et le chiffréN@us allons donc réserver le chiffre de point fartir y
coder le signe : la valeur O représentera le nompbséif tandis que la valeur 1 le nombre négéaif.
régle générale, pour une base B, le bit de sigeedpa les valeurs suivantes :

Nombre positif: S=0
Nombre négatif : S=B-1

Donc, si on se base uniqguement sur l'informatiosigne en gardant la grandeur, nous aurions alors
dans I'exemple suivant :

N, = (01101110)Nombre binaire positif
N, = (11101110) Nombre binaire négatif

Un désavantage du codage en grandeur et signa’g$agt coder de fagon distincte le signe et la
grandeur. Il faudrait trouver une représentatiomngus permettrait de pouvoir effectuer I'opération
suivante

(01101110 + (11101110)et d’obtenir la valeur O

Pour y parvenir, les nombres négatifs vont étreésgmtés en complémentant chacun des chiffres de
chaque rang a savoir remplacer le chiffre C pat)®&, B étant la base correspondant au systeme de
numération dans lequel le nombre est représenté.

Exemple : Ne = (OF1AC);

Le nombre négatif correspondant sera donc (FQEBR) reste un nombre représenté en signe
puisque le chiffre de poids fort correspond bidt B et qui nous permettra d’effectuer I'opération
d’addition suivante :

( OF1AC) + (FOE52)s = (FFFFF)s en admettant alors la double représentation du-z@et -0
En binaire, nous parlerons de complément a un.

Une autre technique consiste & complémenter le reoddns son intégralité et non pas chiffre par
chiffre. Nous parlerons du complément vrai ou ca@nmnt & deux pour le systéme binaire.
L'obtention de ce complément peut étre simplificcemplémentant chacun des chiffres et en ajoutant
la valeur 1. Exemple : soit le nombre binaire (QUCML).
La représentation négative de ce nombre sera

(01101001)

l Complément bit & bit

(100101100 Complément restreint

l+1

(100101113 Compléement vrai
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Si nous additionnons maintenant les deux nombmss abtiendrons le résultat suivant :

(01101001)
+(10010111)

(ilooooooon

!

bit de repoart qui sera perdu

Si le stockage des données se limite a 8 bits’ehgupération d’addition provoque un report sur le
neuvieme rang, celui-ci sera perdu et nous obt@rsddonc comme résultat 0. SI nous considérons le
stockage possible d’'un nombre entier signé suts bus aurons donc la valeur la plus grande qui
sera 127, la valeur la plus petite négative qua sE28 ce qui nous donne donc 256 combinaisons
possibles en comptant la représentation du zéro.

1.2 Conversion d’entiers.

a) Conversion d’'une base B vers la base 10.

Reprenons la formule générale vue précédemmertéénai quatre rangs :

Ng = ( GG, C, CO)B
N;= D;*B3+D,*B?+D; * B!+ D, * B?

D; est la correspondance du chiffredains la base 10
D, est la correspondance du chiffredans la base 10
D, est la correspondance du chiffredans la base 10
Dy est la correspondance du chiffredains la base 10
Adaptons cette formule de sorte a en optimiseoraé:

Ni= (D3 +0*B)+D;)*B+ D;) * B +Dy

Cette derniére formule comprend 4 sommes et trodyits tandis que la premiére formule
comprenait 4 produits, trois sommes et 4 puissances

Exemples.
- ( 218 %: ( ...... )10

Nig= ((2+0*B)+ 1 *B+ 8. Pour une question de facilité, nousgross le calcul sous la forme :

ODx8+2=
Zx8+1=

17 x 8 +7 =[143]

Page 5 sur 34



-(1EF Y6=(...... )10

Ni= ((1+0*B)+ 14 *B + 15. Pour une question de facilité, nousgrons le calcul sous la
forme :

Ox16+1=
1% 16 + E(14) =(30)

30 x 16 + F(15) =[495

- (1100110)=(...... )10

Dx2+1= 12x2+1=
Tu2+1= M2 +1=
3:{3:95@ 51 %2 +0=[102]
Ex2+0=

b) Conversion d’'une base 10 vers la base B.

Reprenons la formule générale vue précédemmertéénai quatre rangs :
Ni;= D;* B*+D,*B?+D, * B* + Dy * B®
Ng = (GC,CiCo)s
C; est la correspondance du chiffredans la base B
C, est la correspondance du chiffredans la base B
C, est la correspondance du chiffredans la base B
Co est la correspondance du chiffrgdans la base B
Si nous divisons Npar la valeur correspondant a la base, nous olntiead
(Nyo/B) = (D;*B®+D,*B?+D,; *B*+ D, *B°% /B
= (D;*B?+D, * B! +D, * B?) résultat de la division entiére + Bui est le reste de cette
méme division entiére. Si nous considérons*B? +D, * B! +D, * B®), nous avons un nouvel entier
du systeme décimal.
N’10= (Ds* B?+D,*B'+D; * BO)
Si nous divisons Nppar la valeur correspondant a la base, nous oltiead
(N'1o/B) = (D;*B*+D,*B'+D,;*B°) /B

= (D* Bl+D,* B°) résultat de la division entiere + Bui est le reste de cette méme
division entiére.

Nous allons ainsi obtenird, D; Doqu’il ne restera plus qu’a transformer es3zC; Cy
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Exemples :

4%;Ejﬂpnﬁm3 0o

54 0 8= reste |B| O1

o

o reste (G| D2

Le résultat est donc ( 663 )

176 16 = reste(d | DO

11 ;16 reste(11| 01 — B

Le résultat est donc ( Bgs)

Ja:2= reste|1| DO
17:2=) reste|1]| D1
§:2= reste(d | D2
4 0 2=2) reste |0 D3

2 2=01) reste (0| D4
D5

—_
]
—
[an}
Liy]
—
Lau
—

Le résultat est donc ( 100011 )

1.3 Conversion de nombres fractionnaires purs.

a) Nombre de rangs a conserver.

Si pour la conversion des entiers la question mmse pas, nous allons nous apercevoir dans les
mécanismes de conversion que nous devrons nousrlidains le nombre de rangs a conserver dans la
réponse pour maintenir la précision de la donnégégart.

Soit B la base source avec n le nombre de rangs occapés pombre source.
Soit B la base cible avec k le nombre de rangs que doitger le nombre cible.

Nous envisagerons que le plus petit chiffre occufgarang n de la base source doit avoir le méme
poids que le plus petit chiffre occupant le rardgla base cible.
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(017 = (013"

= c

Calculons le logarithme de part et d’autre de lliég&t développons :

L k
log (01) = log (01)
E E E

c = Bl: c

n™log (01) =k*log (01

Bc BS Bc BC
n¥log (10) =k*log (10
Bn: BS Bu: BC
n* log B, = k* log B.
B, B, B=(10),
n*log B, = k
=
BD
log B
10
k = n*ll:lg BS |DQB=
A, log A
log B. 10

Nous pouvons résumer cette formule par le tableaast en fonction des bases les plus utilisées.

Base B 2 8 16
Base B vers base 10 n* 0,301 n * 0,903 n*1,204
Base 10 vers base B n* 3,321 n*1,107 n* 0,830

b) Conversion d’'une base B vers la base 10.

Reprenons la formule générale vue précédemmertéénai quatre rangs :

Ng = (.C1C,C5C4)s
Niy=C;*B1+C,*B?+C3*B*+C,*B™

Dans ce cas, n vaut 4. Nous allons multiplier dé gted’autre de I'égalité par’Bce qui nous
permettre d’obtenir I'égalité suivante :

(Nyo* B4) =(Cy* B_1+C.2* B_2+C.3* B3+ Cy* B'4) * B4,
(Ny*B*)=(C;*B*+C,*B?+C;3*B'+ C,*B?)

Nous obtenons donc maintenant un nombre entielr s reste a convertir vers la base 10 comme
vu dans le paragraphe traitant des conversiongieren

Une fois cette conversion effectuée, il resteréieceier la division du nombre obtenu pdre®
conservant dans la réponse k rangs suivant la fermu
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k= n*ln:ugEIS

Exemples :
- (, 1101013= (, ......... )10
Nous retrouvons 6 rangs dans le nombre sourcealeaivn de notre formule vaut donc 6.

Si nous calculons la valeur k, nous obtiendronsgk*4og 2 = 1,8. Nous arrondissons a I'exces, wie q
nous donne donc 2 comme valeur de k.

La conversion du nombre fractionnaire en entietréstsimple :

(,110101 ) * 276 = (110101 Il suffit simplement de supprimer la virgule siéu& la gauche du
nombre.

Nous pouvons maintenant convertir ce nombre edéda base 2 vers la base 10

Ox2+1=1
Tu2+1=3
IxZ2+0=58
BxZ2+1=13
13x2+0=258
Fx2+1=453

Il reste a diviser le résultat obtenu par 26 emseovant 2 rangs.
53: (2"6) = 0,82. Comme nous avons arrondi a Bede nhombre de rangs a conserver, il n’est plus
nécessaire d'utiliser un quelconque arrondi damédeltat de la division.

(214 =(eeeennnnn o

Nous retrouvons 3 rangs dans le nombre sourcealeavn de notre formule vaut donc 3.

Si nous calculons la valeur k, nous obtiendrons3k*4og 8 = 2,7. Nous arrondissons a I'exces, wie q
nous donne donc 3 comme valeur de k.

La conversion du nombre fractionnaire en entietréstsimple :

(,214 % * 8”3 = (214} Il suffit simplement de supprimer la virgule siku& la gauche du nombre.
Nous pouvons maintenant convertir ce nombre eddda base 8 vers la base 10

Dxg+2=2
2uB+1=17
17 %8 +4=140

Il reste a diviser le résultat obtenu par 8"3 emseovant 3 rangs..
140: (8"3) = 0,273

Nous retrouvons 2 rangs dans le nombre sourcealeaivn de notre formule vaut donc 2.

Si nous calculons la valeur k, nous obtiendron2k*4og 16 = 2,408. Nous arrondissons a I'exces, ¢
qui nous donne donc 3 comme valeur de k.

La conversion du nombre fractionnaire en entietréstsimple :

(,AF Y6 * 16”2 = (1F); Il suffit simplement de supprimer la virgule sigu& la gauche du nombre.
Nous pouvons maintenant convertir ce nombre edédda base 8 vers la base 10

0% 16 +1=1
1% 16 +F(15) = 31
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Il reste a diviser le résultat obtenu par 16”2 @mservant 3 rangs.
31:(1672) =0,121

c) Conversion d’'une base 10 vers la base B.

Reprenons la formule générale vue précédemmertéénai quatre rangs :
Nyg=C;*B*+C,*B?+C;3*B*+C,*B™

Ng = (.C1C,C5Cy4)s

N1, est donné et nous souhaitons trouveCGC.; C.,.

Avant toute chose, nous devons déterminer le noadrangs que nous devons obtenir dans le

nombre converti. Dans notre exemple, nous avons ldamase source 4 rangs et nous devons donc
utiliser la formule suivante pour déterminer laealde k.

1

k= n~
|I:IQE|C

Nous allons multiplier de part et d’autre de I'égatle la premiere formule par B, ce qui nous
permettra d’obtenir alors :

(Np*B)= (C1*B*+C,*B?+C3*B*+C,*B™)*B

Nous obtenons alors :

(Np*B) = (Cy +C,*B*+C3*B?+ C,*B™?) ce qui correspond donc a un nombre réel composé
d’'une partie entiére et d’'une partie fractionnal partie entiere correspond 3 C

Nous prenons la partie fractionnaire du résult@t@dent que nous multiplions a nouveau par B, nous
permettant alors d’obtenir:

(C.g * B_l +C_3 * B_2 + C_4* B_s) *B = (C_z +C_3* B_l + C4* B_z).

Ce nombre correspond a nouveau a un nombre régosgnd’une partie entiere et d’'une partie
fractionnaire, la partie entiére étans.®lous pourrons poursuivre cette démarche juscpbdention
des k rangs dans la réponse finale.

Exemples :

(470 )0=(ereeenn )%
Nous retrouvons 3 rangs dans le nombre sourcealeaivn de notre formule vaut donc 3.

Si nous calculons la valeur k, nous obtiendrons3k*</log 8 = 3,321. Nous arrondissons a I'exces,
ce qui nous donne donc 4 comme valeur de k.

470 x 8 = 3(60)-> (3| C-1
. 760 % 6 = 60805 6| C-2
08 8 = 0fag)-» 0| c-3

Bd0 x 8 =5120->|5]| C-4
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Nous obtenons alors comme résultat : ( ,3605)

- (, 570 )_0 = (, ......... )16
Nous retrouvons 3 rangs dans le nombre sourcealeaivn de notre formule vaut donc 3.
Si nous calculons la valeur k, nous obtiendrons3k*=1/log 16 = 2,491. Nous arrondissons a I'exces,
ce qui nous donne donc 3 comme valeur de k.
S0 x16=9, = |9 -1
200 16 = 1020-> |1 C-2
920 % 16 = 14{720-> |- E 3

Nous obtenons alors comme résultat : ( ,93E)

Nous retrouvons 2 rangs dans le nombre sourcealeaivn de notre formule vaut donc 3.
Si nous calculons la valeur k, nous obtiendrons2k*-/log 2 = 6,64. Nous arrondissons a I'exces, ¢
gui nous donne donc 7 comme valeur de k.

27 k2= 54 -=[0f C-1
A4 w2=108-51|C-2
08 x2=016-50|C-3
A6 x2= 732 -=|0|C-4
J2x2=p4 -=|0|C-h
Fdx2=123-51|Ch
28x2=056-50|C7

Nous obtenons alors comme résultat : (,0100910)

1.4 L’arithmétique binaire.

2 Lalgebre booléenne.

2.1 Définitions.

Une variable binaire ou variable de I'algébre lagiagpst une variable qui ne prendre que les vateurs
et 1. Toutes les variables utilisées sont binaires

Une fonction booléenne est une fonction d’'une agipurs variables binaires, I'ensemble de variation
de cette fonction étant {0,1}.

2.2 Application pratique des variables binaires.

La valeur 1 représente I'existence d’'un phénomérysigue, électrique. Le courant passe, un contact
(interrupteur) est fermé, un contacteur est entiéngn récepteur électrique est alimente...

La valeur O représente I'absence d’'un phénomensigungy, électrique. Le courant ne passe pas, un
contact (interrupteur) est ouvert, un contactetidéslenché, un récepteur électrique n’est pas
alimenté...

Page 11 sur 34



2.3 Les fonctions a une seule variable.

Les fonctions a une variable sont sous la forméxy=f

Si nous envisageons I'ensemble des fonctions boo&sepossibles, nous obtiendrons le tableau
suivant :

X f1 f2 f3 f4
0 0 0 1 1
1 0 1 0 1
f. 10
fo | X
f3 | X Fonction NON (NOT)
fy |1

Nous allons aborder la fonction la plus importante.

a) La fonction NON (NOT )

£,(X) =X
X f3
0 1
1 0

Représentation algébriqu =X

Sous forme de symbole logique, nous aurons

Symbole américain : K—[>O— ¥

Symbole européen :

_— e K
Représentation électrique, schéma a contact :
— g S— X

2.4 Les fonctions a deux variables.

Les fonctions a deux variables sont sous la formé(x,y).
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Si nous envisageons I'ensemble des fonctions booéepossibles, nous obtiendrons le tableau

suivant :

X y fu | fo | fs [ fa | fs | fo | f7 | fg | fo | fio | fua | fio | Fag | fua | fis | Tig
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 d i 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 ) D 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 d 1 ) 1 0
fi |0

f, | XY Fonction ET (AND)

fs | XYy

fs | X

fs | X.y

fo |y

Fonction OU Exclusif (XOR)

Fonction OU (OR)

Fonction NON OU (NOR)

_.,
[ee]

> || x| x

+|| + O

< <<

Fonction NON OU Exclusif (XNOR)

_h
5]
X
]
<

—h
iy
[
X ||

+
<

—h
iy
w

|| XI

+
<

Fonction NON ET (NAND)

<

—h
fiy
)
| %

a) La fonction ET ( AND )

f,(x,y) = xy

—
N

R | O|O|X
RO oK
R|lO|Oo|o

Représentation algébriqu; - X'y

Sous forme de symbole logique, nous aurons

Symbole américain :

Symbole européen : —
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Représentation électrique, schéma a contact :

Les contacts sont mis en série dans le montage.

b) Lafonction OU (OR)

f,(x,y)=x+y

I =1t=1E
RO |oK
=1

Représentation algébriqu; =X+ y

Sous forme de symbole logique, nous aurons

Symbole américain : ij_ z

— =1

Symbole européen :

Représentation électrique, schéma a contact :
Les contacts sont mis en paralléle dans le montage.

c) La fonction NON ET ( NAND )

fis(X,y) = ﬂ

f

R |O|O|X
ROk |o

o|Rr|r|r|a

Représentation algébriqu; - X'y

Sous forme de symbole logique, nous aurons
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X
Symbole américain : Y _}— £

Symbole européen : —

d) Lafonction NON OU (NOR)

fo(X,y) =x+y

—h
©

R | O|O]|X
R Olr|oK
o|lo|o|F

Représentation algébriqu; =X+ y

Sous forme de symbole logique, nous aurons

Symbole américain : iD}— i

Symbole européen :

e) La fonction OU Exclusif (XOR)

f.(x,y)=x0Oy

i =l=1E
RO |IoK
==

Représentation algébriqu; =X D y

Sous forme de symbole logique, nous aurons
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X
Symbole américain : Y jD_ z

Symbole européen : —

f) La fonction NON OU Exclusif (XNOR)

fo(xy)=x0Oy

f

R |O|O|X
ROk |OK

R O|O|rE

Représentation algébriqu; =X D y

Sous forme de symbole logique, nous aurons

Symbole américain : ijD:}_ 7

_=1

Symbole européen :

2.5 Représentation des fonctions booléennes.

a) Représentation par tables de vérité.

Comme abordé dans le paragraphe précédent, towtioio booléenne peut étre représentée par une
table dans laguelle on retrouvera un groupe dencek® pour les entrées et un groupe de colonnes pour
la sortie. Chaque ligne comprendra une seule candigpn des entrées et I'on renseignera dans les
colonnes correspondant aux sorties, les valeussdie de la fonction. On parlera de table compléte
lorsque toutes les configurations des entréespmésentes.

Ce type de représentation est tres pratique lorsgrusouhaite tester le circuit physique associé a
I’équation logique correspondante.

Exemple :
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Entrées Sortie

Rk |Oo|oX
Rlo|r|o|<
o|lr|r|o|N

b) Représentation par équation (SDPC).

Toute fonction peut étre obtenue sur base d’unersode produits canonique ou d’'un produit de
sommes canoniques. Nous nous contenterons dentéépeereprésentation appelée aussi de part ses
initiales SDPC.

Un produit canonique comprend dans un produit Eemse des variables d’entrée de facon unique,
gu’elles soient normale ou complémentée. Si nous basons sur les fonctions a une variable, toute
équation peut étre sous la forme :

f(x)=a,X+a.x

Nous pouvons constater qu’en fonction des valeag et g , nous pouvons obtenir 'ensemble des
équations abordées dans un des paragraphes priscéden

& | & f(x) f(x)
0 0 0X +0.x 0
0 1 0.X +1.x X
1 0 1.X+ 0.x X
1 1 1.X+1.X 1

Nous pouvons tres facilement déterminer les difféa® valeurs d’'aét a en pratiguant comme suit :
a="1(0) eta=1f(1).

Le passage d’une table de vérité a une équatioguegst maintenant assez évident. Reprenons la
table de vérité associée a la fonction logique NONT).

X fs coefficient

0 1 & correspond a la valeur de la fonction c.-a-d. 1
1 0 g correspond a la valeur de la fonction c.-a-d.
f(x) =1X+0.x f(x)=X

Nous pouvons étendre notre démarche aux fonctidesié variables et nous pouvons donc écrire que
toute fonction a deux variables aura la forme suwa

f(x,y)=a,Xy+a.Xy+a,xy+a,Xxy

Prenons le cas de la fonction logigue NON OU etoparde la table de vérité pour en obtenir
I'équation :

Page 17 sur 34



X |y | f coefficients
0] 0|1 a0
0 1,0 al
1 0| O a2
1 1,0 a3

f(x,y)=1Xy+0Xy+0xy+0xy

f (X, y) = X.y Qui comme le démontrera le théoréme de De Morgamespond a I'équation
f(xy)=x+y

c) Représentation par tables de Karnaugh (grilles K arnaugh Mahoney).

Le principe de ces grilles est d’'associer chaqse éaun produit canonique et d’y renseigner lauwale
du coefficient ‘a’ correspondant.

Les cases sont organisées de telle fagon a ceeguecdses voisines (ayant un cé6té commun) soient
associées a deux produits canoniques adjacentd. gta ne différent que d’'une seule variable dans
produit.

Les grilles sont carrées pour un nombre pair delbias et rectangulaires pour un nombre impair de
variables.

» Grilles avec deux variables.

x|
N
X
_<

XY | XY

Pour une question de facilité, les produits canoesgne sont pas toujours représentés et on se
contente de renseigné l'indice du coefficient agsaae dernier. Pour indiquer le fait que c’est un
produit canonique, on associera a cet indice teelé sous la forme Px. La grille alors modifiée
donnera:

PO P1

P2 P3

Pour retrouver facilement 'emplacement du bon pitochnonique, il existe une méthode assez
simple :
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—_ ]

PO F‘l:’

F‘;—/ P3
N

Comme nous pouvons I'observer dans la grille, fteyéa du bas correspond, pour chacune des
cases, a des produits canoniques contenant ldbleaKasimple (non complémentée). Dans cette
grille, la colonne de droite correspond égalemently chacune des cases, a des produits
canoniques contenant la variable Y simple (non démentée). Nous pouvons le renseigner dans
la grille de Karnaugh comme suit :

Y

H_

Fl Pl;

F‘;_/ P3 X
e —

Il est la aussi aisé de retrouvé les différentslacgments. Pour une grille d’allure carrée, nous
commencerons par renseigner la variable de portigléns le produit canonique en commencgant a
droite, en bas. Il faudra ensuite tourner danets sinti horlogique pour mettre les autres vargable
sur les autres c6tés en suivant I'ordre poidsviers poids faible.

> Girilles avec trois variables.

W
20| P Ps5 P4
X[l p P3 P7 Pﬁ*:

¥

Dans cette grille, nous sommes partis du princigelgs variables sont dans I'ordre WXY avec W
la variable de poids fort et Y la variable de pdaible. Dans une table d’allure rectangulaire, les
variables se complétent autour de la table en comam en haut a droite

» Grilles avec quatre variables.

Dans cette grille, nous sommes partis du princiyeelgs variables sont dans I'ordre VWXY avec
V comme variable de poids fort et Y comme variatdepoids faible.
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PO Fl Ps P4
—=

P2 i F3 P7 ﬁ
F— R
P10 P/ P15 P14

i
1:'3)(\15&1 Fl3 71};/?

— ——

¥

Nous nous limiterons dans ce paragraphe a quatebies bien que dans certains exercices
résolus nous aborderons les tables de Karnaughcangeariables.

Le passage d’'une table de vérité a une grille dedagh est assez simple puisqu'’il suffira de
renseigner dans les cases la valeur des diffécerfficients correspondant.

Exemple.

Entrées Sortie

PR RRPRFPROIOIOIOID
Rlr|olo|r|r|lololo

R|lO|R|OIr|O|r|lo|®
Rlr|k|lo|lr|lololo|™

Nous considérons les entrées abc en respectatitd’suivant : a variable de poids fort et ¢
variable de poids faible.

d

FO g Fl g P51 P4

bl P20 |p3 T |p7 ! P!

C

Comme nous avons pu le voir dans la conversionediahle de vérité vers une équation, nous
pouvons tres rapidement retrouver les coefficientaous basant sur les valeurs que prend la
fonction pour les différentes configurations deséss.
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Attention : nous retrouvons une table de Karnawgtfgnction (par sortie).
La représentation par table n'est qu'utilisée laesqous envisageons de simplifier une équation
logique. Nous en reparlerons dans un paragrapéeauit.

2.6 Simplification des fonctions booléennes.

a) Simplification par les postulats et théoremes.

Seuls les postulats et théoréme pouvant avoir tilité dans les mécanismes de simplification seront
abordés.

> Postulat 2 : a chaque opérateur est associé un élément neutre.
X+0=x X1=x

» Postulat 3 : commutativité des opérateurs + et *.

X+y=y+Xx Xy = y.X

> Postulat 4 : les opérateurs + et * sont mutuellement distributifs.
X+(y.2) = (x+y).(x+2)  Xx(y+2)=(xy)+(x2)

» Postulat 5 : pour chaque variable X, il existe son complément noté X .
(x+x)=1 (xx)=0

» Théoreme 4 :loideOet 1.

(x+Dh =1 (x0)=0

» Théoreme 5 : loi d'impotence.

(Xx+Xx) =X (xX) =x

» Théoreme 6 : premiere loi d’absorption.

X+(XYy) =X X(X+Yy)=x

» Théoreme 7 : deuxieme loi d’absorption.

X+ (X.y)=x+y X(X+y)=xy

» Théoréme 10 : loi d'involution.

I
1
x
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» Théoreme 11 : les opérateurs + et * sont associatifs.

(x+y)+z=x+(y+2)

(xy).z=x(y.2)

» Théoreme 12 : lois de De Morgan.

X+y=Xy

XYy=X+y

> Le OU exclusif .

xy=Xy+xy

b) Exercices.

I- Soit le schéma logigue suivant

da

e

b

DO_R

—) )

e

JU

1- Donner la représentation algébrique du schémigue
2- Simplifier I'équation en vous basant sur lestplags et théorémes
3- Fournir le schéma logique correspondant a I'éqaaimplifiée.

Il- Soit le schéma électrigue suivant

b d
—a o ul 0 O
E_
— O O—0 O
L o o— b f
—_— 00—
a 0 o e
b B
/o o —1 0
[
"1
o 0 o0—

1- Donner la représentation algébrique du schégewrigue
2- Simplifier I'équation en vous basant sur lestplags et théoremes
3- Fournir le schéma électrique correspondantquéiéon simplifiée.
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llI- Simplifier les équations suivantes :
1) (alb).a

2) (a+b)a

3) (a+b).(a+hb)

4) (@a+b)dac

IV- Donner le schéma a base de portes logiquesgmondant aux équations suivantes :

1) (@+b).(a+b)
2) (@+b).(c+d)

3) (ab)Ocd

c) Simplification par les tables de Karnaugh.

Soit la table de Karnaugh suivante :

FO 1 F1 1 [P5 1 |P4 0

Pz 0 [F3 1 [P7 O |P6 O

FIOT [ P11 1 [ P15 O | P14 1

P8 1 |F9 0 | P13 0|P12 1

b

La premiére étape consiste a trouver les regroupisnes plus grands possibles de cases voisines
par un coté contenant des uns. Ces groupes daesmgrendre 2, 4 8 ou 16 cases. Il est inutile de
reprendre des groupes qui seraient eux-mémes ioafupletement dans des groupes plus grands
bien qu’une ou plusieurs cases peuvent tres biegtisriver dans différents groupes.

Il faut également tenir compte du fait que le barit est voisin avec celui de gauche et le bord
supérieur est voisin avec le bord inférieur.
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F‘D[1 FL[T||| PS5 1|/ P4 0

P2 0 |[|P3 1)|| P7 0 | P& 0

P14 1

E"-‘IEH P11 1| P15 O

o oy

s 1 (| P9 0 | P15 0 (P12 1

_—

T

D

Si nous voulons mettre en évidence chaque groupepeanant les produits canoniques qu'ils
contiennent, nous aurons pour les 7 groupes :

1) P8 P10 P12 P14
2) P10 P11

3) PO P8

4) PO P1

5) P1 P3

6) P3 P11

7) P1P5

Une fois ces groupes trouves, il convient de détenteux que I'on peut appeler impliquant
premier essentiel et impliquant premier non esskrtin impliquant premier essentiel comprend
au moins un produit canonique (une case) qui ngsis dans aucun autre groupe. Nous noterons
IPE pour Impliquant Premier Essentiel et IPNE poyliquant Premier Non Essentiel.

P8 P10 P12 P14 IPE A cause de P12 et P14
P10 P11 IPNE

PO P8 IPNE

PO P1 IPNE

P1 P3 IPNE

P3 P11 IPNE

P1 P5 IPE A cause de P5

La solution finale comprendra tous les impliqugnrmiers essentiels et un choix arbitraire
d'impliquants premiers non essentiels de sorted’qusemble des produits canoniques associés a
un coefficient de valeur 1 soient repris dans latopn finale.

Somme des IPE : P8 P10 P12 P14 + P1 P5 (il maaiqueeP11 PO P3). Deux solutions optimales
existent alors :

P8 P10 P12 P14 + P1 P5 + P3 P11 + PO P1 ou
P8 P10 P12 P14 + P1 P5 + P3 P11 + PO P8

Il nous reste maintenant a déterminer les équatlerchacun des différents groupes en essayant
de les voire comme l'intersection d’une ou plussezones verticales et d'une ou plusieurs zones
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horizontales, chaque zone étant associée a urableasimple ou a son complément. Pour
déterminer les zones et de ce fait les variadlssffira de procéder au calcul suivant :
Un groupe de 2 cases en final permet de supprinaridble de celles de départ
Un groupe de 4 cases en final permet de supprimnari@bles de celles de départ
Un groupe de 8 cases en final permet de supprinaari8bles de celles de départ
Si nous prenons le groupe PO P1 constitué de deabuips canoniques, nous pourrons supprimer
une variable sur les quatre de départ et donai fi@udra trouver trois zones dont I'intersection
donnera PO P1.

B

FO 1 FIL 1| F5 1 P4 0

Pz 0 [P3 1||PF7 O | P& O

FiO 1 | P11 1| | P15 0 | P14 1

pg 1 |P3 0| P13 0| P12 1

V]
La zone de couleur bleue correspond a la varidble
La zone de couleur verte correspond a la vari@ble
La zone de couleur rouge correspond & la variBble

L'équation logique de la zone PO P1 sera dénB.C

Reprenons un autre groupe, soit P8 P10 P12 PlgroDpe contient 4 produits canoniques, ce qui
nous permet de supprimer 2 variables sur les qdatcpart et donc, il nous faudra trouver deux
zones dont l'intersection donnera P8 P10 P12 P14.

B

PO 1 F1 1 [ P5 1 ||P4 0

P2 O ||P3 1 |PF7 O ||P6 O

PIOT1 || P11 1 | P15 O (|P14 1

Ps 1 ||P9 0 | P13 O (|P12 1

1]

La zone de couleur bleue correspond & la vari&ble
La zone de couleur rouge correspond a la variable A
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L’équation logique de la zone P8 P10 P12 P14 sema & D
Exercices :
1- Etablir 'équation du dernier groupe P3 P11

2- En reprenant I'équation obtenue au point 2.6 btiliser la grille de Karnaugh pour en obtenir
la forme simplifiée.

3 Les fonctions combinatoires.

3.1 Définitions.

La logique combinatoire comprend les fonctionsdogss pour lesquelles une configuration des
variables d’entrées donne une et une seule coafigurde la ou des variables de sortie.

3.2 Le décodeur 7 segments.

Le décodeur 7 segments permet, a partir d'une dobim@ire codée sur 4 bits, de pouvoir
commander les différents segments de I'affichewsatee d’afficher la valeur décimale de cette
donnée.

Un segment est allumé si la commande correspondantela valeur logique 0

Un segment est allumé si la commande correspondahtela valeur logique 1

Nous pouvons établir la table de vérité suivante :

Entrées Sorties

w X y z a b c d e f g
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1

Nous allons déterminer la fonction qui permet Imo@ande de chacun des segments en nous
basant sur les tables de Karnaugh. Avec 4 variabdedrée, nous avons pour chaque sortie une
table de Karnaugh d’allure carrée comprenant 16scé&*4).

Dans notre table de vérité, nous retrouvons unigmeta sortie définie pour dix configurations
d’entrées alors que nous devrions en avoir 1@ffitsle compléter la grille en indiquant les
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valeurs 1 ou 0 dans les cases correspondant aduifreanoniques traités dans la table de vérité.
Les cases vides seront alors remplies arbitrairepaur nous permettre des regroupements les
plus grands possibles.

a) Segment a

FO1 (FL O (P51 (P4 0

¥
P10 P11 P15 P14
W
Pz 1 |p9 1| P13 P12
rd
X
—
P01 |[P1 o [|P5 1|/ P4 0
-f'
02 1 |[pa 1 [|p7 1| P 1
Y-
o 4 || P11 4 ||P1s 2| P14 g
Y r w
lPE1 po 1 [|p1z £|| P12 4

p
Les différents regroupements auront donc commetiémsa

P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14 P\Y/:
P2 P3 P6 P7 P10 P11 P14 P15 :

PO P2 P10 P8Z X
P5 P7 P15 P13XZ

Avec comme équation finale la somme des équatiesgliférents groupes obtenues
précédemment :

W+Y+ZX +XZ
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b) Segmentb

P01 |F1L 1 |P5 0 |P4 1

pz 1T |p3 1 |p7 1 |Ps O

Yy
Pi0 1 [ P11 1| P15 1 | P14
w
Pz 1 [P 1| P13 P12
Z
X
- 5
b 1| | P11 Ps O ||p4 1
/ —
2 1 |P3 1||p7 1| Ps O
Yy
P10 1 [ Pi1 9| | P15 T|| P14
" W
bz 1| pe 1]| P13 ijf
\ )

L

Z
Les différents regroupements auront donc commetiémsa

PO P1 P2 P3 P8 P9 P10 P1X:
P3 P7 P11 P15YZ

PO P4 P8 P12YZ

Avec comme équation finale la somme des équatiesglifférents groupes obtenues
précédemment :

X+YZ+YZ

c) Segmentc
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P01 (P11 | P51 | P41

pz O |p3 1 |pP7 1 |P6 1

Y
P10 P11 1| P15 1 | P14 1
w
pz 1 [pa 1 |p131|p121
Z
X |
i p— =
P01 (P11 FS 1| Ps4 1
Pz O |p3 1 |7 1|l Ps 1
Y
P10 P11 1 | P15 1|| P14 1
w
P 1 (s 1 |13 T| P12 1
L —— [ |
Z

Les différents regroupements auront donc commetiémsa

P1P3 P5P7 P11 P15 P9 P1Z:

PO P1 P4 P5 P8 P9 P12 P18 :
P4 P5 P6 P7 P14 P15 P12 P18 :

Avec comme équation finale la somme des équatieadlifférents groupes obtenues
précédemment :

Y+Y+X

d) Segmentd
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P01 (PL O P51 |P40

Pz 1({p3 1 |P70 |[Ps 1

Y
rind |Pit 1|P15s1|Pi141
W
pe 1 [ps 1 |p131|p121
rd
X
—,
Ppo 1Pt O ||Ps 1| | P4 O
—
= Ir'_-
Fz NP3 1|Pp7 O [lPe 1
'_1'! |
rio ||| P11 11| P15 1 P14 1
- W
Pz 1]/ po 1 }£13 M| r12 1
L r

z
Les différents regroupements auront donc commetiémsa

PO P2 P10 P8Z X
P10 P11 P15 P14 P8 P9 P13 PAL:

P2 P3 P10 P11Y X
P2 P10 P6 P14YZ
P5 P13 :XZY

Avec comme équation finale la somme des équatiesglifférents groupes obtenues
précédemment :

ZX +W+YX +YZ + XZY

e) Segmente
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P01 (P1 O|P5s O |P4 0

P2 1|{P3 0| P70 |P6 1

Yy
P01 | Pt P15 P14 1
W
Pg 1 | P9 P13 P12
rd
X
Po 1||Pt O|P5s O |P4 O
rpz W|p3 O |p7 O (|P6 1
Yy
Pi0 1||| P11 P15 lp141
W
Ps 1|| P9 P13 P12
e

Les différents regroupements auront donc commetiémsa
PO P2 P10 P8Z X
P2 P10 P6 P14ZY

Avec comme équation finale la somme des équatieadlifférents groupes obtenues
précédemment :

ZX +ZY

f) Segment f
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P01 [P1 O |P5 1 |Pq 1

F2 1 |P3 0| P70 |P6 1

Y
ring |Pit 1|P151 |Pi14 1
W
Pg 1 |Pa 1 |P137 |P121
rd
X
I p—
o
po 1||pr1 O |ps 1 ||pg 1
- o ] -
Pz O(p3 0|P7 O [|P6 1
Y
-
Find | Pit 1| P15 1 ||P14 1
- w
LPE 1/ P2 1 | P13 1 mpm 1

Z

Les différents regroupements auront donc commetiémsa

P10 P11 P15 P14 P8 P9 P13 PY¥:
P4 P6 P14 P12XZ

P5 P4 P13 P12Y X

PO P4 P8 P12YZ

Avec comme équation finale la somme des équatiesglifférents groupes obtenues
précédemment :

W+ XZ+YX+YZ

g) Segmentg
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o O |p1L O |Ps 1 |pa 1

pz 1 |p3 1 |Pp7 0 |P6 1

P01 |F11 1| P151 |Fl14 1

W
Pg 1 |Pa 1 |P137 |P121
rd
("_-«.
X
po O [Pt O|ps 1 ||pg 1
'\——f_
f‘ Ty
pz 1 |pP3 1||p7 O |P6 1
-
P01 | Pt 1|| P15 1 [|P14 1
- r
W
o
pg 1 | P2 1 [|P13 1 [P12 1
L

Z

Les différents regroupements auront donc commetiémsa

P10 P11 P15 P14 P8 P9 P13 PY¥:
P4 P6 P14 P12XZ
P2 P3 P10 P11Y X
P5 P4 P13 P12YX

Avec comme équation finale la somme des équatieadlifférents groupes obtenues
précédemment :

W+ XZ+YX +YX
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adécimale).

3.3 Exercice : le décodeur 7 segments (variante hex

12 13 14 15

11

10

3.4 Le code gray.

Sorties

Entrées
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