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Une formulation du probleme de Cauchy
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connaissant un point d'une fonction et sa variation , I'établir sur un intervalle

] -Rechercher une primitive des fonctions suivantes

a- 3x*-4x+1 a- tg x

b- Vexpx b- xexp( -x* )

c- Vx + 12Vx c- (1-sinx )/( x+cosx )
d- x( 4x3-1 ) d- sin®xcosx

e- 1/ (1-x) e- 1/ sinxcosx

2-Un projectile est tiré verticalement vers le haut avec une vitesse de 500 m/s .
Sans tenir compte de la résistance de 1'air , trouver sa position s(t) au moment t ainsi que son

altitude maximum .
( Reponse :

3-Une pierre est lachée d'une hauteur de 30 m avec une vitesse initiale de 5 m/s .
Trouver a quelle altitude elle se trouve apres t secondes , a quelle moment elle touche le sol |
et sa vitesse au moment de I''mpact au sol ?

( Reponse :

4-Une pierre est lancée en l'air verticalement par rapport au sol d'un point situ¢ a 45 m de haut ,
avec une vitesse initiale de 30 m/s . Sans tenir compte de la résistance de 'air , quelles sont les
moment et vitesse lors de I'impact au sol ?

( Réponse :

5-Sous quelle décélération constante une voiture lancée a 60 km/h pourra-t-elle s'arréter en 9

secondes ?
( Reponse :

6-Un pays posséde une réserve de 100 milliards de m® de gaz naturel . Si A(t) désigne la quantite de
m?® de gaz consommee apres t annees alors dA(t)/dt est le taux de comsommation . On predit que
celui-ci sera de 5+0.01t milliards de m?/an . Combien d'années suffiront a €puiser la réserve de ce

pays ?
( Réponse :

Note : les équations de mouvement d'un systéme ponctuel newtonien sont
&

a-dV(t)/dt=A(t) ssi V(t)= V0 + JA(x)dx
o
&
b-dE(t)/dt=V(t) ss1 E(t)=EO0+ | V(x)dx
te
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La recherche d'une primitive
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] -Rechercher une primitive

a-(1+2/(x-1)) a-simn( ot-¢ )

b- ( VX'+ Inx )/ x b- (1 + sin 3x )/ cos® 3x
c- (x+3) / Vx4 c-(1-sinx)/(x+cosx)
d- (3x+2)/(9x*+4) d- exp(-tgx)/cos*x

e- x*/Vx*-1 e- 1/xIn*x

f- Varcsinx /( 1-x" ) a- ( sinx + cosx )?/ sinx

g- expt-exp(-t) b- 1 / sin®*xcos*x

h- exp x V l-exp x C- COS X exp( sinx )

1- exp( -nt ) d- tg*x

j- exp(-t)/(1-exp(-2t)) e- sin( ot -¢p )cos vt

2-Rechercher une primitive via une substitution

a- 1/xVx-1 poserx=1/t a- cos X / V T+sinx
b- 1/(expx+1) poser x = -In t b- In 2x / xIn 4x
c- x(5x%-3)’ poser x = 5x2 -1 c- arcsin®x / V1-x*
d- x/Vx+l poser t =V x+1 d- sin®x /V cosx

3-Rechercher une primitive via une intégration par parties et distinguer les cas cycliques

a- Inx a- €xXp X sin X

b- xsin x b- exp( -x )cos 3x

c- xexp( -x ) c- exp( -t/ t )sin ot

d- x%*In x d- exp(-x ) ( sinx-3Cos X )
e- Xarcsin X e- V I-x?

f- In(x+VIi?) f- Vit




Comment calculer une primitive ?

e HETHO DE

On détermine une primitive d‘une fonction:

* en lisant de droite & gauche le tableay des dérivées et en utilisant les théorémes sur les opérations et

dérivées (cf. Formulaire p. 444) -

ou S

% * en décomposant la fonction en somme de.fonctions dont on connajt des primitives;

S e en linéarisant les polynémes trigonométriques.

- s
e -
""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" Exin l E RESOL" R R ey
1 = 1]

Déterminer sur lintervalle propose les primitives F de la fonction f:
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] 3 )
a j(x)= —=-x*4+2 surlo: +=l b. f(x) = sur R.
flx) = J0; + [ fx) = =
3 g 2 0 _ .
C. f(x) = : S TR SUr |=1; 4=, d. f(x) = cos*x + sin®x sur®.
(x+ 1)?
ﬁ@; Solution ;ndicatiﬂnﬁ

i Flx) = =Tl Dye g K, & étant une constante réelle.

b. f est dérivable sur R donc continue sur . Elle y admet donc des primitives :

_2X
) 2\x2+ 1

donc  F(x) = \x®+ 1+ k kétant une constante réelle.

C. f est continue sur ]-1: +=[, donc elle y admet des primitives:

>+ B5x?+ Tx +
f(x)=x 25){ /X 4f;r:—8.— : 1 —pem g ]
X* + 2x + 1 X° + 2x + 1 (x + 1)°
2
F(x)=—£+8x— 1 + K ou kest une constante.
2 > 2

d. x — cos*x + sin®x est continue sur donc admet des primitives sur R. On va
lineariser cos*x + sin®x c'est-a-dire exprimer cos *x + sin®x comme une somme de
termes acos(bx) ou csin (dx) avec a, céléments de R et b, d éléments de N.

tos 'x = elx; -Rall L % (&7 — de'* e + Be'2rg 2 L gaix gridx | g™ ")
= 1-% (' + '™ + 4> — ¢ R = B = 11—6 (2Cos 4x + 8cos2x + 6)

BEE A = cr.::rs:x cr D::}Sg.?x " g

sin®x = __81_f (6™~ Be e + 3o X g1 _ gty =\ l 5N3x + = sin x

Flx) = 515 sin4x + % Sin 2x %x s 11—2cr:153x : %’ cosx + C

ou C est un nombre réel.

Lecture du tableau p. 444.

I

U
f=—=/:une

2\ U

N U —
primiive de —— est ~ .
2\ U

On détermine trois réels a, b
et ctels que:

C
(x + 1)2
par identification des coeffi-
cients.

flx)=ax— b+

Une primitive de UE est — l
U L
Eix N, E-ix
[cosx =
Formules 2
d'Euler j . e — g™
sinx = _
2|
(voir Chapitre 1).
[@+0)" =
a‘ +dab - 8a2h? + 4ap%+ p
(&= =

a’—3a%b - 3ab? - p°.

Pour trouver une primitive de
sin®, on aurait pu écrire-
sin"x = sin® xsinx

= (1 — cos®x)sin x
sin®x = sin x - cos?x sin x.

Pour des compléments sur la
linearisation des polynémes,
voir chapitre 9.




Comment déterminer les primitives d’une fonction
en mettant en évidence -g ?

| METHODE

¥

* Faire apparaitre dans |'expression de la fonction la forme —b‘i
o Utiliser la propriété, (Inu)' = 5 ,  OU u est une fonction strictement positive sur I'intervalle considéré, pour
déterminer des primitives.
............................................................ - EXERCICE RESOLU e s oSS SO
Determiner, sur l'intervalle |, les fonctions primitives F de la fonction f, dans chaque cas suivant:
Zx + 1 - 1 1
a. f(x) = - =R b. f(x) = {:——;+cc[_
J(X) x*+ x+ 1 JX) 2x + 1 2
1 ”
C. f(x) = R = d. f(x) = tan2x I:—"—T-*E[.
Fl)=—ms ;2 F(x) =t  (=)E
a. On pose u(x) = x>+ x + 1.
Pour tout nombre réel x, u(x) >0 et u'(x)=2x+ 1. > ulx) = (x : 1@) - %
La fonction f admet, sur i, pour primitives, les fonctions F définies par: -' OUA = -3
Fix)=Inx*+x+ 1)+ k (keR).
b. Posons u(x) = 2x + 1: alors u'(x) = 2. > f(x) = % 5 2 3
e
Pour tout nombre réel x de | (c’est-é-dire WSk , U(x) > 0. ’
TR 2 En multipliant par —, on fait
Onadonc, surl, f = - -5 ) 2"
2 U apparaltre 2 au numeéerateur.
Les primitives F de f sont définies par:
Flx) = JQ-IH(2;~: + 1)+ k (keR).
C. Sur lintervalle |, la fonction u définie par u(x) = x— 2 est négative. )* Vérification:
Pour tout xde I, —u(x) = 0. - posons vix) =2 - x
La dérivée de la fonction In(-u) est =2 =Y - Pourtout xdel, v(x) = 0 et
—~{l U vi{x) = -1,
' vix) -1 1T u'(x)
Les primitives F de la fonction f sur l'intervalle | = ] : 2[ sont définies par: _ vix) 2-x x-2 uxY)
Fix) = In(2 - X) + K (k € R). > Surlintervalle |2; +=], les
' primitives G de f vérifient:
d. Sur lintervalle |, tan2x = SIn 2 X . B = =8 % &
COS2 X
De plus, sixe |, 2x }—g; %{ donc cos 2x > 0.
Posons u(x) = cos2x. Alors u'(x) = -2 sin2x. : > ¢f. chapitre 4, p. 87.
u'(x |
tan2x=-1* ( ).
2 u(x)

Les primitives F de x+— tan 2x sur | sont définies par:

F(x) = —12 In(cos2x) + k (k € R).




Comment trouver des primitives de fonctions comportant
des fonctions puissances?

® Reconnaitre une expression du type u'u*" " avec a # 0.

............................................................ EXERCICE RESOLU i sessssssssssussusssss e
Dans chacun _{fes cas sulvants, determiner la primitive F de f (sur lintervalle /) qui vérifie la condition indiguee:
(2vx + 1)°
a. f(x) = = et FO)=1 ; [=]0; +].
*
e}.’
b. f(x) = == _ et F(O)=0 ; [=R.
Vet + 28 + 1
c. f(x) = X“;X)h (avec o« > 1) et F(@2) =0 ; [=]1: +=[.
SinZ2x -
d. f(x) = P et F(—é) =0 ; /=]0:+
.;':a ., . .
S Solution Indications
_I B ] i b
a. f(x) :E‘? (2 x + 1) = u'(x)(u(x))® avec u(x) = 2\vx + 1. > Une primitive de u' u*™ est
1 A=
il _
Donc F(x) = % (U(x)) + k= % 2\x+ 1) + k olkeR sl
FO) =1 donne F(x) —%(Ex}—k 1)+?
e’ u'(x
b*f(x):ﬁ = ( )E avec u(x) = e+ 1. > (e + 1) = e® + 2% + 1,
Ve + 2e* + 1 uix)? '
2
Fx) = u'x)u(x) =
1 1
Donc  F(x) =3u(x)®+ k=3(e"+ 1)3+ k oukech
1 —_
F(O) =0 donne F(x) =3+ 1)3 -3%2
C. f({x) = 1 = (Inx) " = u'(X)(u(x)* avec u(x) =Inx > x> 1impli Inx =
x(nx)*  x : _: x = Timplique Inx = 0.
Dol F(x) = 1 [u(x)] - (inx)' “+ k olkeR.
1 =y (1o=0)
F(2) =0 donne F(x)= 1 (Inx)' =~ L (In2)' .
1 — o 11—
sin2x Z2sinxcosx u'(x) _ _
d. f(x) = sin " — —— = - avec u(x) = sin®x. - > Penser aux formules de
| (sIn“X) (u(x)) ' trigonométrie.
f(x) = u'()(u(x)3. '_ Pour tout x de 0 ; [,
r . i E
Donc  F(x) = - % (u(x)? + k=-L(sin?) 2+ k ol ke R - S0,
_ 1 1
F(%) =0 donne F(x)=- 5
(2) X) 2(sin x)* T g




Comment calculer une intégrale par intégration par parties ?

- 22ns le produit de fonctions 3 Intégrer, choisir la fonction & dériver avec precaution; dans certains cas, ce

choix s'impose.,

* Appliquer le théoréme de "intégration par parties (cf. p. 220).

ik PR L M b e g R
- EXERCICE'RESOLU;

a. Calculer, & I'aide d’une integration par parties, les deux inteégrales suivantes:

A= J"”E (X + 2) e*dx et
0

B = ff In xdx.

i
b. Calculer, 4 I'aide de deux iIntegrations par parties successives, Fintegrale C = f? x“sin xdx.
0

s .
N Solution

a. Calcul de 4
On cherche a diminuer le degre du polyndme x + 2.

On pose V(X)) =x+ 2 Bl X)) =g™*,
On a Vi(x) = 1 et on choisit u(x) = -,
Nous pouvons appliquer le théoreme de lintégration par parties.

A= [+ 2) g o f’”ze X ==-E+h2)e™ +p 4 [—e ]2

0

SR 1
= —1 2[ﬂ2+2 + T

1
2

Calcul de B

Il est nécessaire de faire apparaitre un produit.
On peut écrire Inx = 1 x N x.

On pose ulx) =1 et v(x)=Inx
On choisit Uu(x) =x etona j—{

Nous pouvons appliquer le théoréeme de Iintégration par parties.

B:]_'xinx]‘j—fexx%dx:e—[ﬂf= 1.
1

Vilx) =

b. Il est nécessaire de diminuer le degré de x2.
On pose u'(x) = sinx et Vix] = x%

On choisit U(x) =-cosx etona

. T w T
On obtient - $e &5 [—-xEch XJS -+ f; 2 XCos xXdx = fz 2 XCOos xdx.

Vi(x) = 2x.

Une nouvelle integration par parties donne:
KL
ff 2XCoOSxdx = 7 — 2.

Doy Hnalement: ¢ = R

Indications

Les conditions d’application
du théoreme de I'intégration
par parties sont satisfaites
car les fonctions v et v sont
deérivables et ont des
derivées continues sur

(0;In2].

I [ry

{0

I

e
i

|
ST

On ne connait pas de

primitive de In mais la fonc-

tion In & une dérivée simple:
1

Xt -
X

Le calcul de | Int d donne
la primitive de In qui s’annule

en 1. On obtient aiors -
X— Xlnx - x

Pour ff-’ XCOs xdx, on pose
U(x) =cosx et v(x) = x
On choisit u(x) = sinx et
ona: viix) = 1

d’ou f 2 xcos xdx

= [wainwlz — 12 &
—[xmnx]g fﬂ sin xdx

kil
"uIT o T

=—+[c:::sx}2= il 18
2 92




Comment déterminer une primitive par intégration ?

* Rappeler qu’une primitive de la fonction f continue sur / s’annulant en a est la fonction F définie sur / par:
F(x) = L" f(t)dt.
* Appliquer les techniques usuelles d’intégration.

* Verifier le résultat en calculant la dérivée de F. On doit obtenir F* = f sur /.

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

_EXERCICE RESOLU

...........................................................

Déeterminer la primitive de la fonction f définie sur R par: f(x) = e*sinx et s’annulant en 0.
On utilisera deux intégrations par parties successives.
Indiquer une verification.

> Solution - Indications
* La fonction f est continue sur R donc f admet des primitives sur R. > Les bornes d’intégration
Soit £ la primitive cherchée ; on a: - sontO et xcar Fdoit

s'annuler en 0.

F(x) = j: e 'sint dt

P ; = K T — o :
95‘3”5_ _u () =e . cl V(F) sin L. :» Dans I'exemple considérg,
Onchoisit: u(t) = ~e' etona v'(t) = cost :_ aucune des deux fonctions
| o - _ : ne s'impose comme fonctio
Les fonctions v et v sont derivables et ont des dérivées continues sur le segment : & dériver.
[0; x] ct ceci pour tout nombre réel x. On peut donc appliquer le théoréme de linté-
gration par parties.
F(x) = [-esint], + J: e costdt = -e*sinx + f; e 'cos tdt.
Fx - . _ 5
* Posons E(x) =], € ‘cos tdt et effectuons une nouvelle INntegration par parties. : » Les conditions d'applicatio:
On obtient: . duthéoréme de l'intégratior
Fix) = [—etcos i = [*etsintdt par parties indiguees pour
,( ) B [ # 10 J;, d : le calcul de F(x) sont a
= —ecosx + 1 - F(x). : nouveau satisfaites.
Finalement:
FlX) = e8I —e~ s X+ 1 — FiX)
soit F(x) = %[1 —e'sinx — e*cosx]|
soit F(x) = %— %e"*(sinx ~ COSX).

® Ue’rificatinn

F(O) = ;1—2— 1Ee‘:’('siﬂ{} +2080) = %— 1@ = (.
FoX) = %e""(sinx + €05 X) — 12- g™ (cosx—SinxX).

L :>» Festbien la primitive de la
I — X - "
Fi(x) = e7sinx = f(x). : fonction f qui s’annule en (




-

:_-'I | Yy III‘"‘". f Y = W OV T
S5 |8 LS dH-x DY E
I ot L Yt h 1 '-._-" N, L S o Y -

V-3

S5510Ns 110 HONNAITES

] -Fixer une primitive de la classe des 2d degrés suivants

a- 1/(x*2x+3)

a- (-x+1)/Vx=2x

b- (x2+3x-2 )/ ( x*+3x+1) b- (x*1)/ V&

c- (x*-3)/(x%1)

C- ( Xt3 )/ V x24x+5"

d- (x3-2x+1)/(x*+2x+4) d- ( x*+3x+1 )/ V x=2x+3

e- (x°-x*)/(x3%x)

e- (4x+1)/V 1-6xx*

( note : ax*tbx +c =a { ( x+b/2a )* - (b*4ac )/ 4a* }

2-Fixer une primitive par la méthode des coefficients indéterminés

a- 1/(3x*-2x-1) a- 1/(x*+1)

b- ( x%-5x+9 )/ ( x>-5x+6 ) b- 1/(x*+1).

c- 1/(x(x+1)*) c- 1/(1+x*)

d- (+x+1)/(x(x*+1)) d- 1/((x+1)( x*+x+1)*)
e- (6x-3)/((x2 )P (x*xt+1)) e- 1/(x*1)

( Note : la méthode des coefficients indétermines

transformer

transtformer

transformer

1/((x-a)(x-b)) en A/(x-a)+B/(xb)
1/(x-a)" en A,/(xa)+A,/(xa)y+.+A;/(xa)

1/((x-a)(bx*tcx+td)) en A/(x-a)+ (BxtC)/(bx*+cx+d)
avec A <0




Comment déterminer les primitives de certaines fonctions

rationnelles?
. METHODE
e Quand la fonction rationnelle ne se présente pas sous une forme qui permet de trouver directement des pri-
mitives (fc}rmes 5 , _L:“; S L;'_ , ) on peut étre amené a I'écrire sous la forme d‘une somme de fonctions dont
Vu

on connait des primitives.

o Pour calculer les coefficients des divers termes de la somme, on procede par identification.

............................................................ "-':"'EXERCICE RESOLU R T e R R EREED
3 2 _
Soit f la fonction definie sur R* par: f(x) = S ;r aX e :
xX(x=+ 1)
; . ; . ; b, ¢©x
a. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que, pour tout nombre réel xnon nul, f(x) =a + = + 2 1 1
b. En déduire la primitive de f, sur I'intervalle |0; +<<|, qui prend la valeur 3 en 1.
D solution _; Indications
, CX ax(x® + 1)+ b(x® + 1) + cx°®
a. Pour tout reel xnon nul, a + b, - = ( ) 2( )
X &1 X(x<+ 1)
ax*+ (b+ & x*+ax+b
x(x% + 1)
Les nombres réels g, b et ¢ tels que, pour tout nombre réel x non nul,
B -X*+3X-2 axXC+p+pHxFraxt
x(x* + 1) x(x*+ 1)
(a8 =3
sont solutions du systeme: { b= g = On obtient: a=3,b=-2etc=1. - » Méthode didentification.
a = ;
\ b = -2
Pour tout xde R*, f(x) = 3— £ + %
:If( ) ¥ XE e -1
b. Pour tout x de R*, f(x) = 3 -2 x 141 22’( _ )* On fait apparaitre des |
X 2 x°+ 1 . quotients de la forme 3
La fonction £, continue sur 10; +=<|, admet une infiniteé de primitives qui s’écrivent: (cf. Savoir-Faire precédent).
: ' S &
L) = 3Xﬁ21nx+lm(xz + 1) + k (k € R). : 1; est la dérivee de Inu
2 . (ufonction strictement
La primitive F. qui prend la valeur 3 en 1 vérifie: : positive sur l'intervalle consi-
: | 1 L dérg).
3-2In1 + -2+ k=23 soit k=-=In2.
2 2
On obtient donc:
F(x) =3x-2Inx + 12 In(x2 + 1) —12 In 2
. : 2
SOIt F (X) = 3x—2Inx + 15 !ﬂ[l2 (x* + 1)]. > In(x?+ 1) -In2 = e ; ]































